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£ = £ . .  . = У . .  . +  є * . . (11)
де
г
у = уіР І  = Т с/ ( д )  (12)
і=і
с * = С^ .. .іг = к^ ск+// ( д / )  (13)
і=і
при виконанні умов (6) та (10).
Правила відсікання в МГМ для задачі (1 )-(5).
Як відомо, основне правило відсікання в задачі мінімізації Р ( х )  
на Р  = Р 1 и  ... и  Б п -  це не галуження далі підмножини Р і допусти­
мої множини Р , якщо її оцінка уі > р  = р ( х ^ ) , х 0 Є Р  , де Р0 -  по­
точний рекорд мінімального значення цільової функції Р ( х ) .
Крім цього справедливі всі правила, розглянуті в [1].
В доповіді розглянуті і розв’язані всі проблеми організації роботи
МГМ для задачі мінімізації на множині перестановок сепарабельною 
цільової функції за мінімальних обмежень.
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Розглянемо мультимножину С  = . , д | =  |е^1,...,е^ л | , яка,
очевидно має основу ^ 0  = ^ ,  ..->є п), та первинну специфікацію 
\С с\ = {Пі,-, ' і1п'), 1  + ." + ЛП= Л  . Не порушуючи загальності мірку-
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вань, вважаємо
е, < є  <...  < е1 2  п (1)
Утворимо загальну множину к  -розміщень [1] з С : Екп ( С) .  
Процес утворення к  -розміщень можна ілюструвати деревом О ( С )  
(рис. 1).
Перший рівень дерев о ( С ) відповідає вибору 1-розміщень: 
( е ),  ( е ) , - - . ( е ) . Другий рівень відповідає вибору 2-розміщень:
(е1, Є1) , (ел Є2 ) (ел Єп ) , (е2, Є1) , (е2, Є2 '), ■■■,
...,(е2,еП), . . . , (еп, е 1) ,...,(е п,еП) і т. д. Кожній вершині дерева від­
повідає свій вектор V  накопичених кратностей елементів основи. На
і  -тому рівні: V = ^ 1і , . . У п ) , де VI > 0 ;  = і ,  VI < ї і
і=1
V ]  є  а  = |1 ,2 , . . , п } . На к - м у  рівні вершини к  -го рівня -  це к -  
розміщення. На ї  -му рівні -  висячі вершини -  це перестановка 
елементів з С  .
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Зауважимо, що дерево Р ( С )  можна розглядати як предфрактальне 
дерево [1-2]. В цьому випадку побудова починається з п -зірки [1-2]. 
Затравкою виступає п -зірка, якщо VI V і < 1 , або р  -зірка, де 
р  < п  (див. рис. 1). Зірки, взагалі кажучи, різні, в залежності від 
первинної специфікації [ С ]  = ( і і , - , 1 п').
Розглянемо основні властивості та знайдемо числові характеристи­
ки дерева Р { С )
Теорема 1. Діаметр предфрактального дерева 0 { С )  для множини 
к  -розміщень Е  (С ) дорівнює 2 к , де С = |д 1, . . , § ^ , 5 (с )  = ( е , ..,,єп) , 
\ р \  = {і1>~, 1п) , п > 2 .
Доведення. Доведення проведемо за математичною індукцією по 
рівню 1 дерева Р ( С ) , що відповідає 1 -розміщенням, 1 < к .
Перевіримо твердження при 1 = 1. Ініціатором є п -зірка (рис. 2). 
Діаметр зірки дорівнює 2. Отже, твердження справедливе.
Рисунок 2 -  п -зірка -  ініціатор
Нехай воно справедливе для 1 = т . Тобто дерево, що побудовано 
за т  кроків має діаметр 2 т . Цей діаметр досягається на ланцюзі з 
кінцями -  висячими вершинами -  т -розміщеннями. До кожної 
висячої вершини приєднується р  -зірка (точніше вершина заміню­
ється р  -зіркою) при утворенні (т  + 1) -го рівня (тобто (т  + 1) -роз-
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міщення). Тут р  < п . Відстань від висячих вершин зірок до центру 
зірки одиниця. Тобто діаметральний ланцюг з обох кінців подовжу­
ється на одне ребро. Тобто діаметр дерева на (т  + 1) -му рівні є
2 (т  + 1). Що і доводить теорему.
Теорема 2. Радіус г к предфрактального дерева О ( С )  для множи­
ни к  -розміщень Е^п (С )  дорівнює к , де С  = |е 1ї1, . . ,е ї ї ’ | .
Доведення. Доведення проведемо за математичною індукцією по 
рівню 1, 1 < к  дерева О ( С ) .
Перевіримо твердження при 1 =  1. Ініціатором є п -зірка з радіу­
сом (рис.3) гу = 1 . Це відстань від центру зірки до висячої вершини.
Нехай твердження справедливе для 1 = т  і радіус гт = 1 . Граф на 
(т  + 1) -му етапі побудови (для (т  + 1) -розміщень) утворюється за­
міною вершин графа т  -го етапу (для т  -розміщень), взагалі кажучи, 
різними, в залежності від первинної специфікації \_С~\ = (ї± ,--- ,ї^ ) , 
р  -зірками, р  < п .
При цьому радіальний ланцюг, що утворюється на (т  + 1) -му
етапі побудови предфрактального дерева -  це радіальний ланцюг де­
рева т  -го етапа та одне ребро р  -зірки, що приєднали до нього. 
Оскільки відстань від центру зірки до її висячих вершин є одиницею, 
то радіус дерева (т  + 1) -го етапу побудови предфрактального дерева
В ( С ) Гт+1 = т  + 1 .
Згідно методу математичної індукції це означає справедливість 
теореми V 1 . Теорема доведена.
Теорема 3. В дереві О ( С )  центром є вершина А° , що є центром
п -зірки, яка виступає ініціатором.
Доведення. Доведення ґрунтується на означенні центру як вер­
шини, з мінімальним ексцентриситетом. Для п -зірки -  ініціатора -  
центр це вершина А® (рис. 1.), що має степінь п . Радіальний ланцюг
з’єднує центр з висячою вершиною ребром, тобто ланцюг має дов­
жину 1.
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В процесі побудови дерева Б { С )  (див. доведення теореми 2) до 
радіального ланцюга приєднуються р  -зірки, р  < п , що очевидно, не 
змінює, того що центром утвореного графа залишається вершина А° . 
Твердження теореми доведено.
Наслідок. У дерева -0 (С )  є тільки один центр.
Справедливість наслідку випливає з означення центру та з побу­
дови радіального ланцюга (див. доведення теореми 2).
Зауважимо, що кількість К  висячих вершин в дереві Б { С )  -  це кіль­
кість к -розміщень з елементів мультимножини О , тобто К  = |Е „ (О )| . 
Відомо [3], що коли Б  = к " у І Уи К  = пк , а коли Б  =1 " у І Уи , 
тобто О -множина, то К  = п(п - 1) . . .(п - к +1) . Підрахунок К  для за­
гального випадку множини Е^ п ( О) наведено в [4].
В доповіді розглянуто фрактальні властивості розміщень при пред­
ставленні їх множини деревом.
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